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一、项目名称：数学模型下的微分方程中的数学问题研究
二、推荐单位（专家）意见：
我单位认真审阅了该项目推荐书及其附件材料，确认真实有效，相关栏目符合填写要求。按照要求，我单位及完成人所在单位均进行公示，确认完成人、完成单位排序无异议。
该项目对非线性微分方程的变号理论、奇异性理论、算子理论、爆破解理论和数学模型等重要问题进行了较为系统的研究，提出了一些新概念、新方法，完成了一些具有原创性的工作。通过对具体数学模型设计验证和应用解释，显示该项目具有很强的应用背景。项目组的成果发表在非线性学科国际一流权威期刊《Applied Mathematics and Computation》 4 篇(3篇ESI高被引，2篇中国百篇最具影响的国际学术论文)、《Mathematical and Computer Modelling》 1 篇(ESI高被引)、《Applied Mathematics Letters》1篇（ESI高被引）、《Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation》1 篇，《Nonlinear Analysis》1篇，得到了国内外专家的高度评价。这充分说明该项目研究是非线性科学领域的前沿方向，成果已达到国际先进水平，在该域有较高的学术地位和影响。
参照山东省自然科学奖申报和推荐基本条件，推荐该项目申报山东省自然科学一等奖。
3、 项目简介：
该项目对非线性微分方程的变号理论、奇异性理论、算子理论、爆破解理论和数学模型等重要问题进行了较为系统的研究，提出了一些新概念、新方法，完成了一些具有原创性的工作。这一研究方向目前是国际应用数学理论研究的前沿方向和热点问题。课题组的研究工作主要集中在以下方向：
一、变号微分方程理论
对变号的非线性微分方程，基于符号原因，无法直接使用经典的非线性泛函理论。本项目通过对变号的非线性微分方程相应线性算子的研究，引进平移变换技巧，实现了非锥映射到锥映射的转换，以此作为重要工具解决了非线性项变号且无下界的难点。 
二、高阶奇异性微分方程理论
 (1) 混合高阶微分方程降阶技巧
 通过引进积分算子，给出一种对高阶微分方程降阶的新方法，弱化了已有函数空间的正规化要求，进而可以对含有高阶混合导数的高阶微分方程进行降阶处理，在弱的正规化空间里得到微分方程解的强性态。
(2) 强奇异性
 对非线性函数引入适当局部极限条件或通过引入约束的上下解概念，得到新的比较结果，将微分方程解的经典存在性理论推广到适合非线性项有奇异的情形，解决了非线性项除在时间变量处的奇异性问题，同时也解决了在空间变量处的强奇异性问题。
 (3) 迭代技巧
基于（1）的降阶理论框架，引进新的增长性条件，发展新的迭代技巧方法，解决有实际背景的非线性分数阶微分方程解的存在唯一性及解迭代算法和解的估计。
三、非线性算子的拓扑度和不动点理论
研究抽象算子的拓扑度和不动点理论及其应用，弱化或去掉紧性条件获得适用范围更广的不动点定理，并应用到具体的方程研究上。
四、非线性偏微分方程解的爆破理论
研究含有梯度项的偏微分方程整体爆破解的存在性、非存在性、解存在的充分必要条件及解的爆破性质，解决了诸如Lair等人提出一些公开问题。我们给出了整体径向有界解和在无穷远处爆炸解存在的基本条件并给出了在无穷远处爆炸解存在的充分必要条件。
五、非线性动力系统的数学模型研究
研究具有流体力学背景的抽象的分数阶微分方程系统数学模型，借助于现代非线性分析的算子理论和降阶方法以及变分方法，在分数阶Sobolev空间或正规化较低的函数空间中获得分数阶微分方程系统模型解的性态的新判据。
2007年以来，我们的研究成果分别发表在《Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation》、《Nonlinear Analysis》、《Mathematical and Computer Modelling》、《Applied Mathematics and Computation》、《Applied Mathematics Letters》等国际一流权威期刊上，8篇代表性论文全为JCR 1区，其中5篇为ESI高被引论文，有两篇获得中国百篇最具影响的国际学术论文。 8篇代表性论文他引总次数271(SCI他引总次数196)，单篇最高他引47(SCI他引39次)。课题组的工作也得到了一些国际非线性领域著名专家和很多国内外同行的肯定和广泛引用。在上述成果基础上，申请获得三项国家自然科学基金资助，两项山东省自然科学基金面上项目的资助。
四、客观评价

1.  关于变号非线性方程理论，我们的成果发表在Mathematical and Computer Modelling (2012，55(3-4): 1263-1274) 和Applied Mathematics and Computation (2012, 219(4): 1420-1433)（代表性论文[3] [5]）。发表以来也获得较高引用，两篇论文都是ESI高被引论文之一。
1）Yujun Cui教授在论文Applied Mathematics Letters (51 (2016) 48–54)中引用了我们的结果， 并认为我们使用了非线性分析的新技巧获得了多个正解的结果，认可我们关于变号非线性方程方面的工作。具体的评价为 “Most of the results told us that the fractional differential equations had at least single and multiple positive solutions by using techniques of nonlinear analysis. For example, the authors [9] considered the existence of multiple positive solutions for the following fractional differential equation with a negatively perturbed term…. They established the existence results by Krasnosel’skii’s fixed point theorem in a cone.”， 其中[9]就是我们的代表性论文[3]。
2）国际差分方程学会会员，美国《数学评论》评论员，德国《数学文摘》评论员韩振来教授及其合作者在Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics (44 (6) (2015)，1477 – 1488) 评价变号分数微分方程模型为描述材料过程中的记忆行为和遗传性质提供了一个极好的工具，认为代表性论著[3]对相关非线性问题发展做了非常大的贡献。具体的评价为 “In recent years, …, the fractional differential equation is more realistic in describing some practical models,  it has been used widely in establishing mathematical models in ….,it can also provide an excellent instrument for the description of memory and hereditary properties of various materials and processes due to the existence of a “memory" term in the model. Its initial and boundary value problems, stability of solutions, explicit and numerical solutions and many other properties have obtained significant development [2-6]. ”， 其中[6]就是我们的代表性论文[3]。
3）纯粹数学和应用数学的国际学术会议的科学委员会委员刘衍胜教授在其工作Journal of Function Spaces and Applications (Vol. 2013, Article ID 585639, 9 pages)中三次评论我们的工作Mathematical and Computer Modelling (2012,55(3-4): 1263-1274)。第一次认为我们研究了奇异分数阶边值问题是最新的工作之一：“It is noted that as a special class of fractional differential equations, the singular fractional differential equations with kinds of boundary values have been studied in a series of recent works [7, 12, 13].”。 第二次认为我们利用转换技巧建立了具有负扰动项的奇异分数微分方程的多解结果：“Zhang et al. [13] considered a class of two-point BVP for singular fractional differential equations with a negatively perturbed term and established some results on the multiplicity of positive solutions by using the approximating technique.”。第三次认为我们研究的问题具有奇异性：“It should be pointed out that the nonlinearities of [7, 13] are singular at 
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. ”， 其中[13]就是我们的代表性论文[3]。
2. 关于含有高阶混合导数降阶理论的结果，分别发表在Applied Mathematics and Computation (218 (2012) 8526-8536)（代表性论文[1]）。 审稿专家对我们的工作给出了非常高的评价: “作者研究了一类高阶分数非局部多点型边值问题，采用方法是一个新的降阶技巧，这提供了处理高阶微分方程的一个有效方法，…，按我的观点，有足够新的和有趣的数学兴趣确保接受这篇论文”。 原话是“In this manuscript, the authors consider the existence of positive solutions to a class of high order fractional BVPs with nonlocal BCs of multipoint type. The means for carrying out this study is a new reduce order technique, which also provides an effective strategy to handle high order differential equations. …. in my opinion, there is enough here that is new and mathematically interesting to warrant considering this manuscript.”。该论文发表以来，获得较高引用，是ESI高被引论文之一，并获得了2012年中国百篇最具影响的国际学术论文。 
1) 该工作被国际非线性科学权威学者、《Advances in Difference Equations》《Bulletin Mathematical Sciences》等十家杂志的编委Bashir Ahmad教授在Abstract and Applied Analysis (Vol. 2012, Article ID 356132)中评价：分数导数在描述具有遗传性质的各种材料和过程中提供了一个非常好的工具， 认可我们的分数阶边值问题的工作。原话是“As a matter of fact， fractional derivatives provide an excellent tool for the description of memory and hereditary properties of various materials and processes[1-4]. Some recent work on boundary value problems of fractional order can be found in [5-23] and the references therein.” ，其中[12]就是我们的代表性论文[1]。
2） 河北科技大学的江卫华教授在Applied Mathematics and Computation (219 (2013) 4570-4575)中将我们的工作一归结为少数几篇分数阶特征值问题之一：“The eigenvalue problems of integer differential equations have been studied extensively by many authors. As far as the eigenvalue problems of fractional differential equations are concerned, there are a few results (see [26-28])”，其中[28]就是我们的代表性论文[1]。
3. 关于高阶微分方程的迭代算法的工作， 发表在Applied Mathematics and Computation (2013, 219(9): 4680-4691) (代表性论文[2])和Applied Mathematics Letters (2012, 25(3): 555-560) (代表性论文[4])。两篇论文皆为ESI高被引论文，且我们的工作三获得2013年中国百篇最具影响的国际学术论文（山东仅四篇）。
1) 代表性论文[2]被美国数学会会员(AMS)， 国际工业应用数学会会员(SIAM)，国际数学计算机仿真会员(IMACS)及非洲科学院研究员，开罗大学的非线性领域的权威专家E。H。 Doha教授及其合作者在论文Applied Mathematics and Computation (219 (2013) 8042–8056)中评价为：我们的工作对几种解分数微分方程的分析技巧做了新的发展， 他们评论到: “There are several analytical techniques for solving FDEs such as…. For some recent developments on the subject the reader can see for example the articles [1,3,4,31,41,47,48， 49] and the references therein.”， 其中[49]就是我们的代表性论文[2]。
2) 代表性论文[2]亦被国际非线性科学权威学者Bashir Ahmad教授及其合作者在 Applied Mathematics and Computation (268 (2015) 388–392 ) 中引用， Bashir Ahmad教授认为我们的策略是非常有趣和有效的，他们的评价是：“An interesting and useful analytic strategy that not only ensures the existence of solutions for such problems but also provides means for ﬁnding them is the monotone iterative technique coupled with the concept of upper and lower solutions。 For examples and details, see [23-32].” (注: 我们工作被引用在[29]中)。Bashir Ahmad教授及其合作者还在Bull. Aust. Math. Soc. (91 (2015), 116–128)中引用了我们这一工作。
3) 全国生物数学会常务理事、《生物数学学报》编委钟守铭教授在Applied Mathematics Letters (38 (2014) 94-99)中引用代表性论文[2]，他们认为：我们发展的迭代技巧是对研究非线性问题非常有意义和有效的工作，他评价为：“The monotone iteration scheme is an interesting and effective technique for investigating the existence of solutions of nonlinear problem. The use of this method can be found in [11-14].”（[11] 即为我们的文章代表性论文[2]）。西安电子科技大学数学与统计学院院长、国家级教学名师刘三阳教授在Journal of Function Spaces (Vol. 2014, Article ID 469509, 5 pages)中亦认为我们发展的迭代技巧是对非线性领域的方法和理论的重要贡献，它被广泛用来解决非线性问题：“monotone iterative … is indeed an important and useful contribution to the existing literature on the topic. … Let us state that this method was widely used for nonlinear problem; see, for instance, [27-38].” ，其中[38] 即为我们的代表性论文[2]。
4) 中国矿业大学的刘文斌教授也在Applied Mathematics and Computation (244 (2014) 903-911)中对我们工作[4]给予了较高评价，认为我们发展了新的迭代技巧得到了分数阶边值问题的解。“The monotone iterative technique, combined with the method of upper and lower solutions, is a powerful tool…, By the same method some people got the solutions of boundary value problems for fractional differential equations, such as [19-21]. ”（[19] 即为我们的代表性论文[4]）。
4. 具有强奇异性非线性微分方程，我们工作发表Applied Mathematics and Computation (215 (2009) 1573-1582) (代表性论文[8])和Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation (2013, 18(6): 1400-1409) (代表性论文[6])。
1)  European Journal of Mathematics编委、Rector奖获得者Arturas Dubickas教授在非局部边值问题的综述性长文Nonlinear Analysis: Modelling and Control (2014, 19(3): 301–334)中对我们的代表性论文[8]给予了高度评价，他评述：对非局部边值问题和变系数问题，谱结构是不确定的，但我们得到了二阶奇异的Sturm-Liouville积分边值问题正解的存在性。具体评价是：“The structure of spectrum remains uncertain for problems with nonlocal boundary conditions and variable coefficients…. In [108], the second-order singular Sturm-Liouville integral boundary value problem was concerned and the existence of at least one positive solution was proved by Jiang, Liu,Wu.”。 该工作亦被国际非线性科学权威专家，曾担任 《Nonlinear Analysis》，《Journal of Mathematical Analysis and Applications》等杂志编委的J.Webb教授在Nonlinear Analysis: Real World Applications (13 (2012) 923–938)中引用，他认为我们研究了非Riemann-Stieltjes积分型的多点和积分边值问题，并在我们工作的基础上研究Riemann-Stieltjes的边值型问题。他的评价是：“Several recent papers have considered extensions of the point sensor problem, see [3-8]. Some problems with similar BCs of multipoint or integral type, but not for Riemann-Stieltjes integrals, and no sign changing terms allowed, have been recently studied in [9-13].”（注[10]就是我们的代表性论文[8]）。J.Webb教授在Electronic Journal of Differential Equations (Vol. 2011 (2011), No. 55, pp. 1-10)中也引用了我们这项工作。
2) 曾担任IEEE Transaction on Circuits and Systems副主编的著名国际电力工程学家Ahmed Soliman教授及其合作者在Int. J. Circ. Theor. Appl. (2016, 44: 85-97)中评价我们工作(代表性论文[6])刻画了地震中的非线性振动动力学现象，认可我们在数学模型应用中的工作。原话是“Furthermore, applications of fractional calculus have been reported in many areas such as physics [15], nonlinear oscillation of earthquakes [16], and mathematical biology [17].”（注[16]就是我们的代表性论文[6]）。
5． 关于非线性算子的不动点的结果，我们发表在Nonlinear Analysis (2008, 69(2): 536-543)（代表性论文[7]）。该文被来自美国、智利和中国等著名数学家引用和评价。其中美国波多黎哥大学的V. Keyantuo教授、M.Warma教授和智利圣地亚哥大学的C. Lizama教授在发表的论文Abstract and Applied Analysis (2013, Article ID 614328, 11pages)中，利用我们所获得的不动点定理，得到了分数阶半线性发展方程的mild解，具体是：“It is a well-known fact that a strongly continuous semigroup is positive if and only if its generator is resolvent positive. We finally will need the following result due to Zhang [10] …”（[10]就是我们的代表性论文[7]）。甘肃省领军人才、Journal of Applied Mathematics等7种杂志编委、美国数学会《数学评论》评论员、欧洲数学会《数学评论》评论员、兰州大学数学与统计学院院长李万同教授及合作者在发表的论文Turk. J. Math. (35 (2011),457-472)中，利用我们关于混合型半线性发展方程初值问题的基本知识，建立了其mild解的存在性定理， 他们评述我们研究的方程有很强的应用背景， 且可以用来研究半线性爆破方程解的性态。 原话是“This kind of equation (1.1) and other special forms serve as models for various partial differential equations or partial integro- differential equations arising in heat flow in material with memory, viscoelasticity and reaction diffusion problems (see [16, 20]). In recent years, the existence, uniqueness and some other properties of solutions to semilinear evolution equations similar to (1.1) have been extensively studied. We can refer to [1, 2, 6, 7, 8, 9, 10, 11,12, 13, 18, 20] and references cited therein.”， （引文[20]就是我们的代表性论文[7]）。江苏师范大学特聘教授孙经先教授和崔玉军教授合作发表在权威不动点理论期刊Fixed Point Theory的论文( 14(2013) 185-192)中，使用类似于我们文[7]中的序关系条件下，研究了Riesz空间中非线性算子的唯一不动点结果， 他们评价我们工作得到新的不动点定理，并应用于不同方程的研究中。“In recent years, many papers investigated nonlinear operators in ordered Banach spaces (e.g., increasing operators, decreasing operators, etc.), obtained some fixed point theorems by using partial ordering inequalities, and gave some applications to the ordinary differential equations, partial differential equations, and integral equations [1, 4, 5, 7,9].” （[9]就是我们的代表性论文[7]）。  
五、代表性论文专著目录
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六、主要完成人情况
1、姓名: 张新光 技术职称: 教授  行政职务： 无 工作单位及完成单位：烟台大学  排名：（1/4）

对本项目的五个科学发现都有贡献，是6篇代表性论文的第一作者。引进了变号问题的平移变换技巧、建立了高阶混合导数的降阶理论框架，使用适当的增长性条件解决时空变量处强奇异性问题，引入联合积分极限条件替代传统Keller-Osserman条件，解决了半线性椭圆方程组在全空间上整体爆炸解的存在和非存在性，解决了Lair提出一个公开问题，构建具有流体力学背景的抽象的分数阶微分方程系统数学模型，获得分数阶微分方程系统模型解的性态的新判据。在非线性科学的权威期刊发表了系列学术论文，两篇论文获得中国百篇最具影响的国际学术论文，6篇ESI高被引论文。 2009-01获山东省科学技术奖自然科学类三等奖（第四位）。
2、姓名: 刘立山 技术职称: 教授  行政职务：科技处处长 工作单位及完成单位：曲阜师范大学烟台大学  排名：（2/4）
对本项目的五个科学发现都有贡献，是6篇代表性论文的重要合作者。与申请者合作引进了变号问题的平移变换技巧、建立了高阶混合导数的降阶理论框架，使用适当的增长性条件解决时空变量处强奇异性问题，合作解决了半线性椭圆方程组在全空间上整体爆炸解的存在和非存在性，构建具有流体力学背景的抽象的分数阶微分方程系统数学模型，获得分数阶微分方程系统模型解的性态的新判据。在非线性科学的权威期刊发表了系列学术论文，两篇合作论文获得中国百篇最具影响的国际学术论文，5篇ESI高被引论文。 2009-01获山东省科学技术奖自然科学类三等奖（第一位）。
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对本项目的三做了重要贡献，是代表性论文[7]的第一作者和通讯作者。在对算子的连续性和紧性没作任何假定以及不要求存在上、下解的情况下，利用锥理论和谱半径建立了半序Banach空间中非线性算子的唯一不动点定理及解的迭代收敛序列，并应用到Banach空间中具有非紧半群的半线性发展方程mild解的研究中。在非线性分析权威杂志上发表《Nonlinear Analysis》 1篇。
4、姓名: 蒋继强  技术职称: 副教授   行政职务：无 工作单位及完成单位：曲阜师范大学   排名：（4/4） 
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成果《数学模型下的微分方程中的数学问题研究》登记号9372016J0112，是由烟台大学张新光，曲阜师范大学刘立山、蒋继强，山东大学张晓燕基于国家自然科学基金11571296，11071141，11371221，11571200和山东省自然科学基金ZR2010AM017资助的基础上合作完成。张新光、张晓燕、蒋继强都是刘立山教授的博士生或硕士生，从2001年开始， 以发表共同署名文章、联合申请合作项目等方式进行十几年的合作研究关系，共合作发表论文几十篇，联合申请项目数项。其中，刘立山、张新光、蒋继强等合作申请获得国家自然科学基金11371221资助，张新光、刘立山等合作申请获得国家自然科学基金11571296，张新光、蒋继强等合作申请获得山东自然科学基金资助ZR2010AM017，张晓燕申请获得国家自然科学基金11571200资助。刘立山（通讯作者）、张晓燕等合作发表SCI论文“Global solutions of initial value problems for nonlinear second-order integro-differential equations of mixed type in Banach spaces, Journal of Mathematical Analysis and Applications,2007,330 (2) 1139-1151 ”。
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